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裂纹转子非线性振动特征的
谐波小波与分形识别

李舜酩, 高德平
(南京航空航天大学 能源与动力学院,江苏 南京 210016)

摘要: 通过对谐波小波的分析研究,指出了谐波小波对振动信号局部频段分析的优良特性。采用谐波小波对

裂纹转子的非线性振动信号在低频段进行了分析。理论分析与实验结果表明: 对实际裂纹转子信号,经谐波

小波的频段分析后,能够得到通常难以由理论分析与实验结果获得的非整数倍周期分叉的非线性特征频谱。

计算了裂纹转子的分形维数,发现裂纹转子的振动信号比理论结果要复杂、可以用多重分形作为判断实际转

子是否有裂纹的一个特征。提出了用谐波小波变换后的奇异谱来识别裂纹转子非整数倍周期分叉的非线性

特征频谱的方法,并对实际转子信号进行分析,得到了明显的非整数倍周期分叉的奇异谱。
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Iden tif ica tion of Non-L iner V ibra tion Character istics
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Abstract: T he investigation of harmon ic w avelet analysis revealed good characteristics in vi2
bration signal analysis on partial frequency dom ain. H armonic w avelet analysis w as app lied to the

non2linear vibration signal analysis in the low frequency segm en t of a cracked ro to r. T he results of

theo retical calculation and experim en t show that fo r a cracked ro to r, it is possible to obtain the

non2linear character spectrum of non2in tegral m ultip le period bifurcations w ith the help of har2
monic w avelet analysis on partial frequency dom ain. Comparison w asm ade betw een the calculated

and experim en tal results. It w as found that the actual vibration signal of a cracked ro to r is more

comp lex than that of calculated. T he m ulti2fractal can be used as an index of w hether crack ex ists

in a ro to r. T he singularity spectrum m ethod obtained from H armonic w avelet transfo rm ation can

be regarded as a new iden tification m ethod and it is put fo rw ard fo r non2liner character spectrum s

of non2in tegral m ultip le period bifurcation iden tification. U sing th is new m ethod, the vibration

signal of an actual cracked ro to r w as analyzed. T he result is satisfacto ry.



Key words: aerospace p ropulsion system ; crack ro to r; non2liner; harmon ic w avelet;

fractal; singularity spectrum

　　转子的非线性动力学特性分析一直是航空动

力机械等领域研究的热点之一。人们在这方面作

了大量研究,取得了一些有价值的成果[1, 2 ]。工业

技术的发展,对动力需求明显提高,导致转子转速

的大幅度提高。运行过程中的高速转子出现裂纹

故障,将导致严重的事故。特别是小裂纹状态和转

子不发生剧烈振动时,裂纹故障十分隐蔽,难以直

观发现。近年来,对裂纹转子在理论、实验以及工

程应用的研究就突现出其重要性。因此,这方面的

研究越来越受到重视[3 ]。裂纹导致了转子非线性

振动特征的强不稳定性。这给裂纹的诊断带来困

难[4 ]。有关的研究采用基于二进的小波基函数对

裂纹转子的振动特征进行分析,取得了明显的效

果[5, 6 ]。但是由于二进小波的分解过程中,采用隔

点采样,势必造成振动信息的丢失,同时,二进小

波对低频振动的细节也难以分析[7 ]。本文在前人

研究的基础上,采用不进行隔点采样的谐波小波

对裂纹转子的非线性振动信号进行分析。研究并

拓展谐波小波的分析方法,以及分形理论,从而识

别出裂纹转子在低频段典型的非线性特征。

1　谐波小波的工程解释

1. 1　原理

　　N ew land 给出了谐波小波函数的复数定义

式[8 ]:

Ω(x ) =
exp ( i4Πx ) - exp ( i2Πx )

i2Πx
(1)

　　与二进小波变换比较, 在数字计算中, 令m

= 2j , n = 2j+ 1, 就得到小波变换在不同分解层上

的频段分解结果:

Ωm , n (x ) =
exp ( in2Πx ) - exp ( im 2Πx )

i2Π(n - m ) x
(2)

　　式 (2)即是谐波小波在时域上的一般表达式。

由式 (2)可看出,谐波小波在分解过程中不产生移

相, 具有相位锁定功能。谐波小波的频谱特性 Ωδ

(Ξ)具有极好的盒形特征,如图 1所示。因而它在

振动信号分析中具有更好的局部分辨能力。

时间离散信号 f
d ( r) ( r= 0, 1, 2,⋯, N - 1)

的谐波小波变换可写为:

W f (m , n, k) =

n - m
N 6

N - 1

r= 0
f d (r) Ωλm , n r -

k
n - m

(3)

　　其频域表达式为:

W
∧

(m , n, Ξ) = f
∧

(Ξ) Ωλ
∧

m , n [ (n - m ) Ξ] (4)

图 1　复函数 Ωδ(Ξ)的频谱特性

F ig. 1　The spectrum character of comp lex

function Ωδ(Ξ)

其中:

Ωm , n x -
k

n - m
=

ein2Π[x - kö(n- m ) ] - eim 2Π[x - kö(n- m ) ]

i2Π(n - m ) [x - kö(n - m ) ]
(5)

式中: kö(n- m )为信号的分析中心; (n- m ) 2Π为
信号的分析带宽。

在此基础上,令:

B = 2- j f h (6)

其中, f h 为最高分析频率。

且:

m = sB

n = (s + 1)B
　s∈ Z + (7)

则在任意分解层上均能在整个分析频域内得到某

一个频段的分析结果。

1. 2　数字应用示例

　　设有一个线性的多频数字信号:

f (x ) =

5cos(2Πx f 1öf s) + 2cos(2Πx f 2öf s) +

2cos(2Πx f 3öf s)

351≤ x ≤ 390

5cos(2Πx f 1öf s) + 2cos(2Πx f 2öf s)

其它

(8)

　　取采样频率 f s= 500 H z,分析频率 f h = f sö2

= 250 H z,且 f 1= 20 H z , f 2= 40 H z, f 3= 180 H z。

其频谱如图 2 (a)所示。从图中可以看出,其中频

率为 180 H z的谱峰很小,在频谱图中难以分辨。

在式 (6)中取 j = 4,则B = 16 H z。在式 (7)中取 s=

285 航 空 动 力 学 报 第　19　卷



11, 得到频段 176 H z～ 192 H z 谐波小波分析结

果,如图 2 (b)所示。

图 2　微弱瞬态信号的谐波小波频域提取

F ig. 2　The p ick2up of W eak and unabiding signal

in frequency dom ain by harmonic w avelet

可看出,这个多频数字信号中的微弱瞬态信

号在频域被很好地提取出来。这表现了谐波小波

对微弱瞬态信号强大的识别能力,也表现了谐波

小波对信号的局部频域提取能力。

2　裂纹转子非线性振动特征
　　　的谐波小波分析

2. 1　理论模型计算

　　在转子振动不十分剧烈的情况下,可认为转

子在裂纹处发生完全线弹性变形。在理论分析中,

对图 3所示的裂纹转子,无量纲化后的弯曲振动

方程可写为[9 ]:

xβ

yβ
+

2D
U

xα

yα
-

∃K õ f (Η)
2U 2 õ

1 + cos 25 sin 25
sin 25 1 - cos 25

x

y
=

1öU 2t

0
+ eγ

cos Ξt

sin Ξt
(9)

式中, f (Η)为转子裂纹开合函数,其 Fourier 级数

表达式为:

f (Η) =
1
2

+
2
Π co s Η-

2
3Πcos 3Η+

2
5Πcos 5Η-

2
7Πcos 7Η+ ⋯ (10)

其中: Η= 8 t+ Β- Υ( t) , 且 Υ( t) = arctg (y öx ) , 在

重力占优的情况下 (即 x µ y ) , Η= 8 t+ Β;

∃K 为沿 Ν方向的刚度变化率, ∃K = (S Ν-

S 0 ) öS 0, 也称为裂纹参数, S 0 为无裂纹转子的刚

度, S Ν为有裂纹转子的刚度。Β为质量偏心的相对
相角,也叫裂纹角,如图 3所示。

图 3　裂纹转子的坐标分析示意图

F ig. 3　The sketch m ap of coordinate analysis

on crack ro to r

eγ为不平衡参数或转子相对偏心率, eγ= Εö

X static; X static= m g öS 0 为无裂纹转子静扰度; Ε为转
子质量偏心距; D 为弯曲振动阻尼系数。U 为转速

比, U = ΞöΞc, Ξc= S 0öm 为无裂纹转子刚支临界

转速。

图 4　非线性裂纹转子的频谱

F ig. 4　Spectrum of non linear crack ro to r

一般情况下,裂纹转子未进入混沌以前,其频

谱图上出现 1ö2 倍频和 3ö2 倍频的分数倍频谱

峰。如图 4 所示 (计算参数为D = 0101, eγ= 011,

∃K = 013, U = 016)。以往的研究表明, 在式 (9)

中,当 ∃K > 01338 时,非线性转子系统出现涡动

现象,开始进入分叉。取D = 0101, eγ= 011, ∃K =

0135, U = 016,做出其时域波形及轴心轨迹如图 5

(a)所示。从图中可以看出,由于裂纹增大 (裂纹参

数增大) ,时序波形出现非谐波振荡现象,而轴心

轴迹图 (图 5 (b) )已没有明显的规律性。此时做出

的频谱图如图 5 (c)所示。在这个图上的 1ö2倍频
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和 3ö2 倍频处出现两个频率成分,即出现非整数

倍周期分叉。

图 5　进入分叉后裂纹转子的非线性振动特性

F ig. 5　nonlinear vibration character of crack

ro to r after bifurcation appearing

2. 2　实验研究

　　为便于与理论分析结果比较,设计了一个转

子试验台,对单盘裂纹转子进行振动测试与分析。

被测轴直径为 25 mm。在轴正中间固定质量为 1

kg 的圆盘,然后进行动平衡,使无裂纹轴处于质

量无偏心状态。用宝石锯锯出宽度为 011 mm 的

横向微裂纹, Ν方向的裂纹深度 (最深处) 为 1

mm。首先利用激振器对裂纹转子沿 Ν方向激励,

慢扫频找出轴的固有频率。然后利用调速电机驱

动转子转动,当转速为 2580 röm in 时 (43 H z) ,出

现与固有频率接近的临界转速。测试并分析得到

水平和垂直两个方向上的时域波形和频谱图,其

中垂直方向的时域波形如图 6 (a)所示。对时域波

形滤波后进行频谱分析,得到频谱图如图 6 (b)。

图 6　裂纹转子在 y方向试验测试结果

F ig. 6　Exam ination result of cack ro to r on y direction

从图 6 (a)可以看出,时域振动波形含有大量

噪声成分,不能看出裂纹转子的时域特征。但在频

域中明显看出裂纹的横向振动频率 Ξ0,轴向转动

的各个倍频成分也明确显示出来。

从图 6 (b)中不能分析出裂纹转子的典型特

征 (1ö2 倍频和 3ö2 倍频的分数倍频谱峰) , 更看

不出转子是否进入分叉状态,这难以诊断实际转

子的裂纹故障。考虑谐波小波分析方法在频域中

对微弱瞬态信号强大的识别能力,在上述试验条

件不变的情况下,对垂直方向采样得到的裂纹转

子振动信号用谐波小波进行分析。若取 j = 3, s=

0, 则分析频段为 0～ 128 H z,分析结果如图 7 (a)

所示。从图 7 (a)可以明显看出 1ö2倍频和 3ö2倍

频的谱峰。由此分析结果可以看出,谐波小波分析

的结果使低频的局部分析得到细化,可以分析得

到转子的裂纹故障特征。但是,对多次试验结果进

行谐波小波分析,均得不到进入分叉后的非整数

倍周期特征频谱。

图 7　裂纹转子试验振动信号的谐波小波分析

F ig. 7　H armonic w avelet analysis of vibration

signal about exam ination of crack ro to r
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考虑到实际裂纹转子的刚度、边界及约束条

件等与理论分析的差异,对实验状态进行不同的

改变:

(1) 在转子的圆盘上的裂纹相反方向 (见图

3)增加偏心质量,分别为 10 g, 20 g, 50 g, 80 g 和

100 g。

( 2) 减小两端支撑轴承的支承刚度,并使其

有一定晃动的状态。

试验结果的谐波小波分析表明,仅改变偏心

质量不能使裂纹转子的分析出现倍周期分叉,单

独第 (2)种情况也不能使裂纹转子的分析出现倍

周期分叉。当偏心质量增加到 50 g、并在第 (2)种

情况下,出现类似的倍周期分叉频谱特征,如图 7

(b)所示 (垂直方向采集的振动信号)。当然,由于

支承刚度变化不能得到定量数据,该结果只是得

到了一种现象。但是,这个现象可以说明实际转子

在裂纹状态下工作时,有可能进入倍周期分叉,从

而出现混沌状态。这表明,微小裂纹虽然不会使转

子轴断裂,但可以导致其工作不稳定,以致转子失

效。

当提高转子的转速,经谐波小波的频段分析

后,分数倍周期现象和分叉现象在频谱图上仍然

存在。当转速降低时,分叉现象逐渐消失,但倍频

特征仍然很明显。这说明,在低转速时,裂纹的影

响在谐波小波分析中不能反映出来。

3　裂纹转子非线性分形特征分析

3. 1　分形的理论概念

　　机械振动信号的分形分析用尺度法比较直

观。如果用长度为 r的线段来度量曲线,并把测得

的线段总数记作N (r) , 则不改变基准长度 r时,

N (r)也要变化。一般地, 如果某曲线具有如下相

似关系:

N (r)∝ r- D s (11)

则可称D s为这一曲线的维数。与H ausdorff维数

一致, 用下式计算曲线的维数[10 ]:

D s = lim
r→0

ln N (r)
ln (1ör)

(12)

　　对式 (12)进行扩展,使其能计算一般意义下

的分形维数。由此定义分形维数为微分形式:

D s (r) = -
dln N (r)

dln r
(13)

则D s ( r)便是定义在点上的斜率,式 (13) 称为广

义分形维数。

如果把所研究的对象分为M 个小区域,设第

i个小区域线度大小为 ri,分形体生长界面在该小

区域的生长概率为N ( ri) ,不同小区域生长概率

不同,可在式 (11)中用不同标度指数来表征。由此

定义一个局部分形维数为:

D s (ri) = -
dln N (ri)

dln ri
(14)

式 (14)表明, D s ( ri)是表征分形体某小区域的分

维数。其值的大小反映了分形体在该小区域生长

概率的大小。由于小区域数目很大, 所以可以得

到一个由不同小区域中的 ri 组成的无穷序列构

成的谱并用 f [D s (ri) ]表示。 f [D s ( ri) ]和 ri 是描

述多重分形的一套参数,称为奇异谱。

3. 2　转子理论与实验结果的分形分析

　　对式 (9)的理论分析在进入分叉前和进入分

叉后的时域数据进行分形处理,其垂直方向上的

分维表示如图 8 (a)和 (b)所示, 计算的分维数分

别为D s= 11253和D s= 11785。实验转子信号的

采样数据信号带有明显噪声,分形分析结果如图

8 (c) ,可见是明显的二重分形。其计算分维数有两

个: D s1= 11852, D s2= 11387。对该采样信号,由谐

图 8　裂纹转子的分形维数表示

(a)和 (b)两图的计算参数为:

D = 0101, eγ= 011, ∃K = 013,U = 016

F ig. 8　F ractal p lo t of crack ro to r

The computed param eter in fig. (a) and (b) is

D = 0101,ē= 011, ∃K = 013,U = 016

波小波进行 0～ 128 H z的频段分析。结果是在出

现倍周期现象前、后 (即分别对应于图 7 (a)和图 7

(b)的转子运转状态)的分形分析结果基本一致,

也是二重分形如图 8 (d)所示。但是,谐波小波分
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析后的分形维数与原始信号不同, 分别为D s1 =

11187, D s2= 11503。

对如上裂纹转子的振动信号分形分析表明:

(1) 理论分析中,裂纹转子在进入混沌前后,

其振动信号的分形特性没有明显变化, 只是转子

进入分叉后计算分维数变大。

(2) 实验裂纹转子的振动信号具有两个分维

数,表明其更加复杂。

( 3) 实验数据分析中,裂纹转子在进入混沌

前后,其振动信号的分形特性也没有明显变化。

由此可以说明:

(1) 实际裂纹转子的振动信号具有两个分维

数,是多重分形,比理论结果的分形要复杂。

(2)多重分形是实际裂纹转子振动信号的一

个特征。

图 9　实际裂纹转子特征频段的奇异谱

F ig. 9　Singular spectrum of real ro to r on typ ical

frequency segm ent

上述计算的分形维数都是对时域信号进行

的。对应图 7的两种情况的特征频段数据序列,利

用式 (3)再进行谐波小波变换, 求得W f , 取不同

点之间W f 的差值作为 ri, 并计算局部分形维数

D s (ri) ,得到由D s (ri)组成的数据列 f [D s ( ri) ],由

此得出两个奇异谱如图 9 (a)和 (b)所示。该奇异

谱明确显示出非整数倍周期分叉特征。据此可以

清楚地判别实际的转子在运转过程中是否出现微

裂纹。

4　结　论

　　本文通过对谐波小波与分形特性的研究,并

应用于裂纹转子非线性振动特征的分析,得到如

下结论:

　　 (1) 谐波小波对微弱信号具有强大的识别能

力和局部频域提取能力。

( 2) 谐波小波对实际转子的分析,使低频的

局部分析结果得到细化,可以得到裂纹转子分数

倍周期和分叉的故障特征。这说明转子在裂纹状

态下工作时,转子有可能进入倍周期分叉。

( 3) 微小裂纹虽然不会使转子轴断裂,但会

引发其工作不稳定,仍然可能导致转子失效。

(4) 实际裂纹转子的振动信号具有两个分维

数,比理论分析的分形要复杂。多重分形是实际裂

纹转子振动信号的一个特征。

(5) 奇异谱可以判别实际转子在运转过程中

是否出现非整数倍周期分叉特征,从而定性地判

断转子是否出现微裂纹。

奇异谱的计算只是给出了转子裂纹特征的定

性描述。我们将进一步研究判定微裂纹大小和深

度的理论与方法。
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